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摘要: 用同调代数的方法, 研究拟遗传代数与其反代数, 与其标准商代数之间关于 Kazhdan2
L usztig 理论的性质. 证明了: 设拟遗传代数 (A , + ) 有相应于长度函数 l 的 Kazhdan2L usztig 理论, 则
它的反代数 (A op , + ) 也有相应于 l 的 Kazhdan2L u sztig 理论, 它的标准商代数 (A öA ΕiA , + i) 有相应于
诱导函数 l′的 Kazhdan2L usztig 理论.
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有限群理论中一个尚未解决的问题是决定李型有限群的不可约模表示的特征标和级.
1979 年,L u szt ig [1 ] 在这个问题的解决上迈出了重要的一步, 提出了著名的L u szt ig 猜测. 同时,
在研究Coxeter 群及H ecke 代数的表示时, Kazhdan 和L u sztig [1 ] 提出了关于复半单李代数的
V erm a 模的合成因子重数的一个类似的猜测. 到目前为上,L u szt ig 猜测还没有被完全证明.
C line, Parshall 与 Sco t t 利用有限维代数理论去研究上述问题, 成功地抽象出一般的拟遗代数
具 Kazhdan2L u szt ig 理论的定义, 并由此给出了在李理论形式下L u szt ig 猜测成立的充分必要
条件, 且得到了这个猜测的一个新的结果[2～ 4 ]. 本文讨论一个拟遗传代数与其反代数, 其标准
商代数关于 Kazhdan2L u sztig 理论的性质.
1　记号与概念
总假定 k 是一个代数闭域, 代数A 总指基的连通的有限维 k2代数, 并且是结合的带单位元
1. 模总指有限生成右A 2模. 设S ( i) , i ∈+ 是所有的单A 2模, 这里的指标集+ 是一个带有偏序
关系≤的偏序集. 一般地, + = {1, 2, ⋯, n}, 且偏序≤按自然数的序. 对于每个 i ∈ + , 记P ( i)
与 I ( i) 分别是 S ( i) 的投射盖与入射包. 我们用 ∃ ( i) 记 P ( i) 的使其合成因子具有形式 S ( j ) ,
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j ≤ i 的极大商模. 对偶地, 我们用 ¨ ( i) 记 I ( i) 的使得其合成因子形如 S ( j ) , j ≤ i 的极大子
模, 最后, 我们记 ∃ = {∃ ( i) û i ∈+}, ¨ = {¨ ( i) û i ∈+}, 并记F (∃) 为A 2模范畴的满子范畴,
其中每个模具有一个滤链使其滤链因子同构于 ∃ 中某个模.
定义 1[5 ]　代数A (更确切地说, 二元对 (A , + ) ) 称为拟遗代数, 如果
1) EndA (∃ ( i) ) ≌ k , 对所有的 i ∈ +;
2) P ( i) ∈ F (∃) , 对所有的 i ∈ +.
对于拟遗传代数 (A , + ) , 称 + 为A 的权集. 对于每个权 i ∈ + , 称 ∃ ( i) 为标准模, ¨ ( i) 为
余标准模. 拟遗传代数 (A , + ) 的模范畴与其标准模集 ∃ 成为由C line, Parshall 及 Sco t t [6 ] 定义
下的权集为 + 的“最高权范畴”(h ighest w eigh t ca tego ry) ; 反之, 任意一个带有限权集的最高
权范畴都是某个拟遗传代数的模范畴. 由于标准模与余标准模的对偶性, 一个拟遗传代数的反
代数也是拟遗传的.
定义 2[4 ]　设 (A , + ) 是一个拟遗传代数, 设 l 是一个由 + 到整数集 Z 的映射, 称为长度函
数. 代数 (A , + ) 称为有相对于 l的Kazhdan2L u sztig 理论, 如果对于任意的权 i, j ∈+ , 下面两个
性质成立:
1) Ex tmA (∃ ( i) , S ( j ) ) ≠ 0　] m ≡ l ( i) + l ( j ) (m od2)
2) Ex tmA (S ( j ) , ¨ ( i) ) ≠ 0　] m ≡ l ( i) + l ( j ) (mod2)
2　结论和证明
定理 1　拟遗传代数 (A , + ) 有相应于长度函数 l 的 Kazhdan2L u szt ig 理论, 当且仅当其反
代数 (A op , + ) 有相应于同一长度函数 l 的 Kazhdan2L u szt ig 理论.
证 　记A 的反代数A op 的单模为S op ( i) , i ∈ + , 标准模为 ∃op ( i) , i ∈ +. (A , + ) 是拟遗传
代数当且仅当其反代数 (A op , + ) 是拟遗代数. 由于 Ex tmA op (∃op ( i) , S op ( j ) ) ≌ Ex tmA (S ( j ) ,¨ ( i) ) , Ex tmA op (S op ( i) , ¨ op ( j ) ) ≌ Ex tmA (∃ ( j ) , S ( i) ) , 易知定理成立.
所有单A 2模的集合的指标集与A 的本原正交幂等元的集合是一一对应的. 记 1 = e1 + e2
+ ⋯ + en , 这里 ei, i ∈ + 是本原正交幂等元. 记 Εi = ei + ei+ 1 + ⋯ + en , 1 < i < n , 则 (A , + )
的标准商代数 (A öA ΕiA , + i) 也是拟遗传代数, 这里 + i = { j ∈ +û j < i}.
定理 2　设拟遗传代数 (A , + ) 有一个相应于长度函数 l 的 Kazhdan2L u szt ig 理论, 则拟遗
传代数 (A öA ΕiA , + i) 有一个相对于诱导长度函数 l′的 Kazhdan2L u szt ig 理论, 其中 l′( j ) =
l ( j ) , j ∈ + i.
为证明定理 2, 先证明同调代数的一个命题.
命题 1　设A 是一个代数, S 是单A 2模. 设M 是A 2模.
1) 设O → P s f s→⋯ f 2→ P 1 f 1→ P 0 f 0→M →O 是M 的极小投射预解式, 则 Ex tmA (M , S )
≠ 0 的充分必要条件是 S 为 topP m 的直和项.
2) 对偶地, 设O →M g 0→ I 0 g 1→ I 1 →⋯ g s→ I s →O 是M 的极小入射预解式, 则 Ex tmA (S ,
M ) ≠ 0 的充分必要条件是 S 为 Socle Im 的直和项.
证　对 1 ≤ i ≤m , 令 8 i = Im f i, 由同调代数结论知
　Ex tmA (M , S ) ≌ Ex tm - 1A (8 1, S ) ≌⋯≌ Ex t1A (8 m - 1, S )
若 Ex tmA (M , S ) ≠O , 则 Ex t1A (8 m - 1, S ) ≠O , 故存在一个非可裂的短正合序列
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　O → S →X → 8 m - 1 →O ,
利用正合序列
　O → 8 m → P m - 1 → 8 m - 1 →O ,
和投射模对满同态的“提升性”, 有
由于底部的正合序列不可裂, 因此 f ≠ 0, 故S 是 top 8 m 的直和项. 由于 top 8 m = top P m , 因
此知 S 是 topP m 的直和项.
另一方面, 假设S 是 topP m 的直和项, 则由于 top P m = top 8 m 有满同态 f : 8 m →S , 作推出
(pu shou t) , 我们有
我们断言底部正合列非可裂. 否则, 存在同态Β: X →S , 使得ΒΑ= ls. 进而有 f = ΒΑf = (Βg ) Ρ.
因为 S 是单模, 所以 Ρ(8 m ) ¾ radP m - 1. 这与 f m - 1 是投射盖矛盾. 因而O ≠ Ex t1A (8 m - 1, S ) ≌
Ex tmA (M , S ). 从而完成了 1) 的证明.
对偶地, 可以证明 2).
定理 2 的证明　令Aϖ = A öA ΕiA . 我们知道, Pϖ ( j ) = P ( j ) öP ( j ) ΕiA = ejA öejA ΕiA , 1 ≤ j
≤ i, 是不可分解投射Aϖ2模的完全集, (Pϖ, + i) 是拟遗传代数. 令
　O → P s f s→⋯ f 2→ P 1 f 1→ P 0 → ∃ ( t) →O
是A 2模范畴中 ∃ ( t) 的极小投射预解式, 则
　O → Pϖs f s′→⋯ f 2′→ Pϖ1 f 1′→ Pϖ0 → ∃ ( t) →O 是Aϖ2模范畴中 ∃ ( t) 的极小投射预解式,
其中 Pϖj = P j öP j ΕiA , 0 ≤ j ≤ s, ∃ ( t) = ∃ ( t) ö∃ ( t) ΕiA . 可能对某些 j , 有 Pϖj = 0.
对 t, Λ∈ + , 记 ∃ ( t) 是一个标准Aϖ2模, Sθ (u ) 是一个单Aϖ2模. 假设Ex tmAϖ (∃ ( t) , Sθ (u ) ) ≠ 0,
由命题 1 知Sθ (u ) 是 topPϖm 的值和项, 由 Pϖm = P m öP m ΕiA 知S (u ) 是 top P m 的直和项. 又由命题
1, 可以得到 Ex tmA (∃ ( t) , S (u ) ) ≠ 0. (A , + ) 有 Kazhdan2L u szt ig 理论, 故 m ≡ l′( t) +
l′(u ) (mod2).
另一方面, Iλ( j ) = Hom k (A ej öA ΕiA ej , k ) , 1 ≤ j ≤ i - 1, 是不可分解入射Aϖ2模的完全集.
由定理 1, 对偶地我们可证明另一个蕴含关系. 定理 2 证毕.
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O n Kazhdan2L uszt ig T heo ries of Q uasi2H ereditary A lgeb ras
W U W u2shun1, L IN Ya2nan2
(1. D ep t. of M ath. , Zhangzhou T eracher Co llege, Zhangzhou 363000, Ch ina;
2. D ep t. of M ath. , X iam en U n iv. , X iam en 361005, Ch ina)
Abstract: By u sing m ethod of homo logica l a lgeb ras, the rela t ion abou t Kazhdan2L u szt ig
theo ry betw een a quasi2hereditary algeb ra and its oppo site a lgeb ra, its standard facto r
a lgeb ras has been con sidered. It w as show ed that if a quasi2hereditary algeb ra (A , + ) has a
Kzzhdan2L u szt ig theo ry co rresponding to the length funct ion l, it s oppo site a lgeb ra (A , + )
has a lso the Kazhdan2L u szt ig theo ry co rresponding to the length funct ion l, and the standard
facto r a lgeb ra (A öA ΕiA , + i) has the Kazhdan2L u szt ig theo ry co rresponding to the induced
length funct ion l ′.
Key words: quasi2hereditary algeb ras; Kazhdan2L u szt ig theo ries
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